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x ∈ S ⊆ Rn, gj(x) ≥ 0 (1 ≤ j ≤ m)の下で f(x)の最大値を求める (1)





Theorem 1. x∗ ∈ S,λ∗ = (λ1, · · · , λm), λ∗j ≥ 0 (1 ≤ j ≤ m)が以下の条件を満たせば，x∗ は問題
(1)の解を与える。







(1) x∗ は L(x,λ∗) (x ∈ S)の最大値を与える。
(2) λ∗ は L(x∗,λ) (λ ≥ 0)の最小値を与える。
nおよびmは有限でなくても構わない。また，f および gj は任意の関数でよく，S の形にも制限は
ないので，非常に一般的な定理だが，証明は簡単である (1)。ただし，これは十分条件を与えているだ
けで，必要条件ではないことに注意する必要がある。（必要十分条件にすることは可能 (2) だが，f およ
び gj に何らかの仮定をつける必要があり，証明も複雑になるので，簡明さは失われてしまう。）




βt ln ct + λt(mt − ct −mt+1)




βt[ln ct + μt(mt − ct −mt+1)]
という形になり，この形のラグランジアンの方がよく使われる。












= βt+1λt+1 − βtλt = 0
より
ct+1 = βct
となり，c0 が決まるとすべての ct が（したがって，すべてのmt+1 も）決まる。






































以上より，c0 = (1− β)m0
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いつの間にか，一階条件だけで c0の値が決まってしまっている。一階条件を満たす ctが解になるた








(βtλt − βt−1λt−1)mt (2)
という変形で，一見正しそうだが，β = 1, λt = 1,mt = 1とすると，
∞∑
t=0














subject to mt−1 = ct +mt
























































As = m0 − (η + β)(1− β
s)
1− β c0
Bs = m0 −
(
(η + β)(1− βs)
1− β + ηβ
s
)
c0 = As − ηβsc0





































































≥ 0 =⇒ m0
c0
≥ η + β
1− β






















（必要性の証明）必要条件であることを示すには，横断性条件が成り立っていない時，U < U ′ とな
る解 {c′t,m′t}が少なくとも一つ存在することを示せばよい。
m′t = (1− ε)mt
とおくと，
c′0 = m−1 −m′0
= m−1 − (1− ε)m0





= (1− ε)(mt−1 −mt)
= (1− ε)ct
となる。
ln(1 + x) = x+誤差項
だが，|x|が小さいとき，誤差項は |x|に比べて十分小さいので，εが十分に小さければ，


































































なので，横断性条件を満たさないときは U ′ − U > 0となる解が存在する。
これで，横断性条件が必要条件であることが示せたので，最適解の一意性が分かったことになる。
（十分性の証明）十分条件であることを示すには，任意の解 {c′t,m′t}に対し，U ≥ U ′を示せばよい。
ln(1 + x) ≤ x
なので，
U ′ − U =
∞∑
t=0














































































































































mt−1 + (1 +R)bt−1
1 + π
= ct +mt + bt (6)
というモデルになるが，これは一種の MIU(Money-In-the-Utility-function)モデルと考えることができ
る（Rは名目利子率，πはインフレ率を表す）。
以下，u(c,m) = ln c+ η lnmという場合には，前節と同様の方法により closed-formの政策関数を
求めることができることを示す。
ωt =





























































t→∞ bt ≥ −∞
という条件をつけることにする。




























ωt = (1 + r)
tω0 − 1− β
t
1− β (1 + r)
t(1 + η)c0





= (1 + r)(ωt−1 − ct−1 −mt−1) + mt−1
1 + π
= (1 + r)tω0 − 1− β
t−1
1− β (1 + r)
t(1 + η)c0 −
[
(1 + r) +
(







= (1 + r)tω0 − 1− β
t−1
1− β (1 + r)
t(1 + η)c0 − (1 + η)(1 + r)tβt−1c0
= (1 + r)tω0 − 1− β
t











(1 + r)t+1ω0 − 1− β
t+1









ω0 − 1− β
t+1

















ωt = (1 + r)
tω0 − 1− β
t
1− β (1 + r)
t(1 + η)c0
= (1 + r)tω0 − 1− β
t




= (1 + r)tω0 − (1− βt)(1 + r)tω0
= βt(1 + r)tω0
ct = β
t(1 + r)tc0















bt = ωt − ct −mt
= ωt − R+ η(1 +R)
R
ct
= ωt − (1− β)(R+ η(1 +R))
(1 + η)R
ωt








β(1 + η)R− (1− β)η
(1 + η)R
ωt
となる。β(1 + η)R ≥ (1− β)η が成り立っているならば，bt < 0を許しても最適解は bt ≥ 0を満た
すので，bt ≥ 0という制約をつけてもこれが最適解を与える。すなわち，










β(1 + η)R− (1− β)η
(1 + η)R
ωt






















ならば，c′t = ct − ε, m′t = mt + ε, c′t+1 = ct+1 + εに置き換えると，
ln c′t + η lnm
′
t + β ln c
′





















































(4)Acemoglu [1] Theorem 6.10の証明に沿っている。
(5) 例えば，Walsh [8]の MIUモデルでは，定常状態では b = 0になると主張しているにも関わらず，一階条件を
使って定常状態の分析を行っている。
(6) Solowモデル（Sato [6]），Ramseyモデル（Guerrini [3]），Lucasモデル（Hiraguchi [4]，Ruiz-Tamarit [5]）など
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